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PARAGRAAF K.1 : SUBSTITUTIEMETHODE

STAPPENPLAN VOOR DE SUBSTITUTIEMETHODE :
(1) Neem y = formule (bij kettingregel noem je deze formule meestal u)

2 % = y' omschrijven tot y'dx = dy

(3) Vulin de integraal de y en dy in en integreer deze formule.

VOORBEELD 1

Bepaal de primitieve van

a. I2x(x2 +3)°dx =

Icosz(x)sin(x)dx =

OPLOSSING 1

a. Substitutiemethode toepassen :
L)y =x%2+ 3
(2) % =2xdusdy = 2xdx

(3 [2x(x* +3)°dx =[ (x* +3)° - 2xdx =[ (y)°dy =[t y* | = [ (x* +3)°]=
b. Substitutiemethode toepassen :

My =x"-5
(2) d—y =3x2 dusdy = 3x%dx dus 3dy = 9x?

@ 2 b= [Say=[3-2-(5lHl65] = [0V )

c. Substitutiemethode toepassen :
(1) y = cos(x)
(2) 3—2: = —sin(x) dus dy = —sin(x) dx

(3) J'cosz(x)sin(x)dx = I— cos?(x) - —sin(x)dx = I— y2dy = [-2y3] = [-Lcos®(x)]
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PARAGRAAF K.2 : PARTIEEL INTEGREREN

STAPPENPLAN VOOR PARTIEEL INTEGREREN :

(1) Noem de ene formule f' (deze wil je integreren) en de andere g (deze wil je differentiéren)

(2) Vuldezeinbij [ f"-gdx=[f-g]l—[f-g'dx

(3) Probeer de laatste te integreren en als dat niet lukt herhaal dan stap 1 en 2 voor de
laatste integraal.

VOORBEELD 1
Bepaal de primitieve van

a. jxln(x)dx =
b. IBx-ede=

C. Icos(x)-exdx=

OPLOSSING 1
a. Je wil In(x) graag differentiéren dus g = In(x) en f° = x. Dit geeft :

g=hn(x) = g ==
fl=x = f=%x2.

Nu de regel toepassen

Ly2. N EINCRE N
[xIn()dx =[2 x - In(x)]- [ 4 x L

[ In() - [ 4 xdx = [£x - In() |- [ x2|= [3.%2 In(x) — 2 7]
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b. Je wil 3x graag differentiéren dus g = 3x dus f’ = e*. Dit geeft
g=3x = g =3

f/:eZX = f:%er.
DUSISx-eZde =[3x-%e2"]—.|'3-%e2xdx=

[ |- fpe = e 56

c. Partieel Integreren toepassen. Er is nu geen echte voorkeur. We kiezen daarom
(willekeurig) g = cos(x) dus f’ = e*. Dit geeft
g = cos(x) = g' = —sin(x)
ff=e* = f=e*

Dus

1) Icos(x) -e*dx =[cos(x) e ]— j—sin(x)e"dx :[cos(x) : ex]+ jsin(x)exdx

Je bent niks opgeschoten (lijkt het). Je gaat nu nog een keer Partieel Integreren
met

g =sin(x) = g' = cos(x)

fl=e* = f=e".

Dus

(2) [sin(x)-e*dx =[sin(x)-e* |- [ cos(x)e*dx

Je hebt nu weer dezelfde integraal. Je gaat nu (1) en (2) te combineren

3) J'cos(x) -e*dx :[cos(x) e ]+ J'sin(x)exdx =
= [cos(x) . ex]+ [sin(x) -ex]—.[cos(x)exdx

(4) Stel Q = [cos(x)-e*dx. Dit geeft

Q= [cos(x)-ex]+[sin(x)-ex]—Q
2Q = [cos(x)-eX +sin(x)-e*]
Q= [%cos(x)-eX +%sin(x)-ex]
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PARAGRAAF K.3 : CYCLOMETRISCHE FUNCTIES

DEFINITIES
(1) arctan (x) = tan~'(x) met Domein = R en

(2) arcsin (x)
tan"(x) met Domein = [-1,1] en

(3) arccos (x)

Bereik =< — Ym, Yot >

sin™1(x) met Domein = [—1,1] en Bereik = [ — Ym, Yor |

Bereik = [0,m ]

VOORBEELD 1
Bereken

. 1
a. arcsin (E\/g)

b. arctan(-1) =

1

c. arccos(2x+3) = 37

OPLOSSING 1

a. sin(x) = %\/g

T

o lun

1
X =-TUVvXx =
6
b. tan(x) = -1

1
X =—-T
4

C. cosen)= 2x + 3

2x + 3 =¥

x = —14%
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DIFFERENTIEREN VAN CYCLOMETRISCHE FUNCTIES
(1) f(x) =arctan(x) danisf'(x) = 1

x2+1
(2) f(x) =arcsin(x) danis f'(x) = \/1%7
(3) f(x) = arccos(x) danis f'(x)= \/ﬁ
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VOORBEELD 1

Bepaal de primitieve van

1
a. dx =
J‘9x2 +1

5
b. [——~  dx
J.xz +8x+17

OPLOSSING 1

1

1 _ _[a
a. ngz ledx _I L ledx = [tarctan@3x)]

5 1
b. [——— dx=|5-———— dx =|5arctan(x + 4
Ix2+8x+17 I (x+4)% +1 ! (x+ 9
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PARAGRAAF K.4 : BREUKSPLITSEN

INTEGREREN MET DISCRIMINANT IN DE BREUK

De functie f(x) = #Z;c kun je op een aantal manieren integreren. Dit hangt af van de

waarde van D = b? — 4ac. Er geldt :

(1) AlsD<0 - lets met arctan(x)
(2 AlsD=0 - Substitutiemethode (lets met In(ax? + bx + ¢) )
(3) AlsD>0 > Breuksplitsen : 24— 4, B

ax“+bx+c X—X1 X—X3

VOORBEELD 1 : BREUKSPLITSEN

Bepaal de primitieve van J' ﬂdx

x24+x-2

OPLOSSING 1

1. Omdat D >0 enomdat x? +x —2 = (x + 2)(x — 1) kun je deze integraal schrijven als :
3x+5 _ A + B
x2+x—-2 x+2 x-—1

2. Nu gaan we de laatste vorm als één breuk schrijven. Dit geeft

A N B Ax-1) N B(x+2)  Ax+Bx—A+2B
x+2 x—-1 (x+2)(x—-1) @x-Dx+2)  x2+x-2
3. Deze laatste vorm moet gelijk zijn aan xfi:fz Dit betekent dat

A+ B=3en —A+ 2B =5
Optellen geeft 3B = 8dus B = g

DusA=3—§=l
3 3

1 8
4. Nu de integraal berekenen : ijiiz dx = fﬁ +dx = gln(x +2)+ gln(x -1)
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VOORBEELD 2 : DOOR ELKAAR

Bepaal de primitieve van

x+1
a. dx
f x2—4x+4

8
b. fxz—Zx—ls dx

OPLOSSING 2

a. Omdat D = 0 moeten we de substitutiemethode gebruiken :

(1) y=x?—4x+4
2 dy = (2x —4)dx dus %dy = (x —2)dx
(3) De In-vorm eruit halen geeft :

[ _dx = (2228 ax = [ et [——dx =

x2—4x+4 x2—4x+4 x2—4x+4 x2—4x+4

1 3 3
f)—/dy +fmdx = [In(y) +3(x —2)V] = [ln(x2 —4x +4) + ——

—

b. Omdat D >0 en omdat x? — 2x — 15 = (x + 3)(x — 5) kun je deze schrijven als :

1. — =244 °

x2-2x-15 x+3 x-5

2. Nu gaan we de laatste vorm als één breuk schrijven. Dit geeft
A [, B A(x-5) B(x+3) _ Ax+Bx—5A+3B
x+3  x=5  (x+3)(x=5) = (x=5)(x+3)  x2-2x-15

3. Deze laatste vorm moet gelijk zijn aan ———-.
x4—2x-15

Dit betekent dat
A+B=0 en -5A+3B=8
Omdat A =-Bkrijgje -5B—-3B=8geeft B=-1. DusA=1

4. Nu kunnen we de integraal bepalen :

8 1 —1
f—d —f dx = [In(x + 3) — In(x — 5)]

x2—2x—15 x= x+3+x—5




